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In questo seminario saranno esposti alcuni risultati classici 
sul problema di Dirichlet per l'equazione delle superfici minime. 


L'operatore delle superfici minime è i] seguente: 


u = 


Mu = DD; -=s= 
a» Vi + [Du] 


2, 
î y (1 + [Du] ) 8; Dju Du 
i,j=1 


n D. U 


D.D.u 
(1 + [Du[2)"2 a 
Esso è quindi un operatore quasi-lineare, ellittico, del secondo ordine e 
del tipo della divergenza. , 

I] problema di Dirichlet per M è il problema di trovare 
ue cl (9) N C°(2) tale che: 


() 

ulgg = È 
dove 2 è un aperto limitato di R" e d: 92 + R è una funzione continua as- 
segnata. 

Lo studio di questo problema è cominciato con Bernstein (1910) 
[1] e i primi risultati di esistenza sono stati provati da Haar (1927) [4] 
e Radò (1930) [8]. 

Haar provò che se 2 Cc RÈ è convesso, allora (*) ha un'unica so 
luzione, qualunque sia il dato continuo ò. 

Nel caso n = 2, la condizione che 9 sia convesso è pure neces- 
saria se si vuol avere soluzione qualunque sia il dato $. Questo fu notato 
da R. Finn in un lavoro del 1965 [2]. Finn dimostrò il seguente principio 


di massimo: 
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"Sia 99 = T, UT conte cl; se u € ci (9) n c'A)ve ci (a) nc°@) 

av 
o 9v 
Ora se QC RÉ è limitato e non convesso, esiste un punto Xo E 992 


e Mv s Mu, u£vSsuT = + e in T (v normale esterna); allora us vino". 


come in figura: 


Indichiamo ora con r, R rispettivamente i raggi delle circonferenze Di e 


C , con p la distanza di (x,y) dal centro comune di LA e C, e con 


1 


D= {(x,y) E92, r<p<R} 


La catenoide: 


R+ R° - né p «Vhî - Li 


v(x,y) = R 1g i ciel; z 


dv 
Do = 92N D. Per il principio di massimo precedentemente enunciato ogni 


sà ; Al i 4 dv a . 
verifica le condizioni Mv-= 0 in D, — = +© inT = Gn Q,v20 in 


soluzione u del problema di Dirichlet con $ = 0 inT deve verificare 
O RafR2-r? , 
us v ina. Allora seg =0 in LA e dx) > v(x;) =R Men gl 
problema di Dirichlet con dato $ non ha soluzione. 
Nel caso n > 2 la situazione è diversa: la convessità di 9 è 
ancora sufficiente per avere soluzione del problema (vedi Gilbarg e 


Stampacchia 1963 [3], [9]), ma non è più necessaria nel senso dell 'osser 
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vazione di Finn. 
Nel 1968 Jenkins-Serrin provarono che per n > 2 l'ipotesi giu 
sta è che la curvatura media di 29 sia non negativa. In [5], essi provaro 


no il seguente: 


Teorema 1. Se 92 € e e curvatura media di Q = 0 in ogni pun- 
to, sua esiste una unica soluzione del problema (*) per ogni dato 
d € c° (909). 

Inoltre se 30 € CÈ ed esiste un punto x € 99 dove la curvatu 
ra media è negativa, allora esiste un dato continuo ò tale che il proble- 
ma (*) non ha soluzione. 

Jenkins e Serrin, nella loro dimostrazione, ma un teorema 
di paci fisso di pid Schauder. Posto a; j(P) = .(1+ [pl “i 8; - bj P; 
se v EC 1,09) d EC 2: (39), 29 e:4, it problema di btitanina: 


n 
na a;;(0v) DD, u =0 
(#*) ij=1 
ul = * 


nude: | ora un problema uniformemente ellittico, ha una soluzione unica 


u e c° nti (a), inoltre 


Hull s clilòll 
20,7 
oa c°»%(30) 
(la costante c dipende da 9 e dalla norma lv ll 1 al Ne segue che 1'appli- 
cazione: Gi 
T:1c GG) c! 2% (2) definita da Tv = u 


è compatta (manda insiemi limitati di c! ?%(Q) in insiemi limitati di cl" 


) 
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e quindi relativamente compatti in cl”). 

Per un teorema di Leray-Schauder (vedi [6]) se 3 M > 0 tale 
che ogni soluzione v € c'") dell'equazione v = t Tv con t € [0,1] ha 
norma Ivi , , __ $ M. allora T ha un punto fisso e quindi (*) ha una solu- 

; co’ (2) 
zione. 
La dimostrazione dell'esistenza si riduce a provare quindi che 


ogni soluzione di: 


= 

< 
" 

(=) 


in9 
vi,a #79 t€[0,1] 


ha norma in cl") maggiorata da una costante indipendente da v. Una ta- 
le maggiorazione si ottiene nella seguente maniera: 
i) maggiorazione di sup|v| in termini di sup|g|.usando il principio di 
massimo; Ù n 
ii) maggiorazione di sp Url in termini di supivi usando la tecnica del- 
le barriere; 
iii) maggiorazione di sup|Dv] in termini di Suplvi e suplv] usando un 
principio di massimo per |Dv| ; 
iv) maggiorazione di Ipul1,0f@) per qualche a € (0,1) in termini di 
sup|Dv| e suplv], usando la tecnica di Ladyzhenskaya-Unaltseva (ve- 
dere [6] pag. 277). 

Usando la maggiorazione del gradiente per le soluzioni della 
equazione delle superfici minime, nel teorema 1 si può indebolire 1'ipo- 
tesi sul dato $ richiedendo solo è € C°(92), ma la regolarità su 99 non 
può essere indebolita. 

Questo può essere fatto invece se si studia il problema (*) 
usando i] metodo diretto del calcolo delle variazioni, osservando che 
l'equazione delle superfici minime è l'equazione di Eulero del funziona- 


le dell'area. 
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M. Miranda nel 1971 ([7]) ha studiato il seguente funzionale: 


F(u) = fu + [Du]f + [ Ju = gl db, 
2 02 


con 2 aperto limitato localmente lipschitziano e è € L'(9), provando i] 


seguente : 


Teorema 2. Il funzionale F ha minimo u € BV(9) (10 spazio del- 
le funzioni a variazione limitata). Tale minimo u è analitico in 9 ed ivi 


soluzione dell'equazione delle superfici minime inoltre 
lim uly) = g(x) 
XE 


in ogni punto x E 99 dove è è continua e la curvatura media di 99 in x è 
0. 


LV 


E' chiaro che in questo caso essendo 99 solo lipschitziana la 


curvatura media dovrà intendersi in senso debole. 


Sia x E 99, possiamo supporre esista un aperto U contenente 
x tale che: 


gNU= (x,y) EU, xE A,y > f(x)} 


dove A è un aperto di pr! e f:A+Rè lipschitziana. Ora se f fosse ci, 


la curvatura media di 99 in (x, f(x)) sarebbe: 


Df(x) 


VI + |DF(x)]? 


e quindi la curvatura di 992 sarebbe 2 0 se e solo se Ywe cha) yso: 


div 


Df {Dy-Df 
02 | vin &x=- | dx 
A V1 + [Df] avi + 0g]? 


AS, 


Da questa diseguaglianza deriva che 


J vi + |DF|Î ax < fu + [DC + 4)1? dx 
A A 


Usando la funzione caratteristica di Q e la misura variazione totale della 
misura vettoriale Do, (derivata di do nel senso delle distribuzioni), dal- 


la diseguaglianza precedente deriva che: 


(4) ne,] < | 16 Î veest 
u ge U QUE E misurabile 


Noi prenderemo la diseguaglianza (+) come definizione di curvatura di 99 

in x 2 0 (aumentando l'insieme 9 in un intorno di x, il perimetro aumenta). 
Nella dimostrazione del teorema 2, l'esistenza di un minimo u 

è conseguenza immediata del fatto che se U; € BV(9) è una successione mini- 


mizzante, allora: 


foi] |u.| dx £ cost. 
o 3 “a. 


e quindi U; contiene una sottosuccessione convergente in L (2) ad una 

u € BV(2). Inoltre il funzionale F è semicontinuo rispetto alla convergen 

za Li. 
La dimostrazione della regolarità di u è più difficile. In 


primo luogo va osservato che il sottografico di u 
E = {(x,y) EL2x RR, y < u(x)} 


ha perimetro di misura minima nel cilindro 2 x R e quindi esiste un aper- 
to Co c 2 x R con H 109 xR- Co) = 0 e tale che 9E Me, è una varietà 
analitica n-dimensionale con curvatura media zero. 


Verifichiamo in primo luogo che se % è la proiezione di li; 
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Su 2 allora ul, è analitica. Basta verificare che xE:d la componente 
n+1-esima v ai Koi del versore normale a 9E in (x, u(x)) è ‘aicha. Infat- 
ti supponiamo che in Xo € % sia nat (9) = 0. Si può supporre allora l'e- 


sistenza di un intorno U di o: u(x)) tale che 
EnNU= {(x 32) € U, u, > v(z)} 


via FRAFIDNEO® IBpE Li 
con v funzione analitica definita in un aperto A di R', verificante l'equa 
zione 
n+1 


2 
) I + |v]) 8, - D.v D.v] D,D.v=0 
if?2 WS 


Allora w = Dos v verifica l'equazione uniformemente ellittica: 


n4+ 1 2 
DO I +[Dv]") 8,, - D.v D,v1D.Dw+ 
if? e e 


n+ 1 n+1 
+ 2 D.v Av - 2 D.v D:D.v) Dw=0 
È, iaia pa nota J 


Inoltre w = Da V=- ut s0inAew=0 in qualche punto di A. Per il 
principio di massimo forté w = 0 in A. Allora 3E NU fa parte di un cilin- 
dro verticale. Siccome 9E non può contenere un tratto di cilindro vertica- 
le illimitato in quanto u risulta localmente limitata in e siccome 9E si 
può staccare dal cilindro verticale su cui 9E NU sta solo in punti singo- 
lari si avrebbe H, 1 xR- DA ) > 0 contro il teorema di regolarità. 

D' Pia parte se E è una sfera di 9 con H, 1598; n(2- 2)) S 


(i), 
e B, è una riunione di sfere {B, tia 1,2,..,N con 


aB n(29-2)CB, 
p () j 


è possibile trovare una successione $; (SI c°18,) con $; =uin sta” - B; e 
sup|òg.| < 2 sup|u|. 
gg * B 
o) A 
Se indichiamo con ui la soluzione dell'equazione delle super- 


fici minime in B; uguale a $; su do la successione af è equilimitata. 


D'altra parte  p' <p 
sup|u| 
Ri s 
sup|Dv.| < c exp {C 
Wi j piega 


p 
e quindi possiamo supporre, a meno di passare ad una sottosuccessione che 
vj + v uniformemente sui compatti di aa La funzione limite v è localmen- 
te lipschitziana in do uguale ad u în Si, n LA e minimizza l'integrale 
dell'area in ha allora v = u în Bo e quindi u è localmente lipschiziana 
in LA e soluzione debole dell'equazione delle superfici minime. Per clas 
sici teoremi di regolarità allora u è analitica. 

Resta infine da provare che ilim u(y) = 9(x) in ogni punto 
x € 992 dove è è continua e la curvatura leda di 92 inx è 20. 

Supponiamo esista una successione Yh € 2 con Yi +x € 92 e 
u(Y) +1 > $(x). Essendo $ continua in x, si può trovare una sfera 


(n+1)-dimensionale B di centro (x,1) con 


Bngrafico dè = 9 


X-10. 


E' facile ora, usando il fatto che u minimizza il funzionale F e che il 


cilindro 2 x R ha curvatura media 2 0 in (x,1), che il sottografico di u: 
E = {(y,t) EAQxR, t< uly)} 


ha frontiera di misura minima in B. Siccome E è contenuto in £ x R che ha 
curvatura media = 0 in (x,1) e (x,1) € 9E N (92 x R), per un principio di 
massimo forte provato da M. Miranda in [7], esiste B' sfera concentrica con 
B, B' C B tale che 3E n B' = (992 x R)NB' (Ee Q x R coincidono in un in- 
torno di (x,1)). 

Questo è in contrasto col fatto che la successione 
n U(Yn)) E 9E N(Qx R) NB' (se h è grande). 

Con un ragionamento analogo, basato sempre sul fatto che E ha 


perimetro minimo in B se B Ngraf è = 9, si prova che non può essere né 


1 < (x), né 1 = + ©, né ] = - ©, Pertanto deve essere 
lim u(y) = d(x) x E 92 
bd 
ye 


Infine è da osservare che l'ipotesi che la frontiera di 9 sia 
lipschitziana può essere tolta. Basta che 9 abbia perimetro finito che val 


ga la diseguaglianza (+). 


le 


don 


x 
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